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Изучено влияние суммы двух коррелированных случайных флуктуаций скорости газа на пара-
метры хаотической скорости инерционных частиц. Коррелированные компоненты случайной 
скорости газа и частиц моделируются как решение системы обыкновенных стохастических 
дифференциальных уравнений. Методом спектрального анализа случайных процессов получе-
ны аналитические формулы для расчета дисперсий и корреляций компонентов скорости газа и 
частиц. Предложен метод прямого численного моделирования случайных реализаций скорости 
газа и частиц, основанный на современных алгоритмах численного решения системы стохасти-
ческих дифференциальных уравнений. Результаты расчетов по аналитическим формулам и по-
лученные путем статистической обработки массива данных прямого численного моделирова-
ния удовлетворительно согласуются. 
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Введение 
Турбулентные двухфазные течения широко встречаются в природе и используются во 
многих технических приложениях. Параметры турбулентности в свободном потоке и для 
течений вблизи омываемой поверхности существенно отличаются. Вблизи стенки наблю-
дается сложное течение с ярко выраженными когерентными структурами [1, 2], которые, в 
частности, определяют скорость выпадения частиц или капель на омываемую поверх-
ность, интенсивность эрозии стенки. Интенсивность флуктуаций скорости газа вблизи 
стенки является существенно неоднородной и анизотропной. Можно выделить высокочас-
тотные флуктуации скорости газа и модулирующие низкочастотные случайные колеба-
ния, приводящие к образованию когерентных случайных структур. Имеющиеся в литера-
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туре теоретические модели, описывающие влияние когерентных структур на интенсив-
ность осаждения дисперсной фазы, построены на эмпирическом уровне и не удовлетво-
ряют критериям математической корректности [3, 4].  
Цель настоящей работы — исследовать качественные особенности хаотического по-
ведения частиц в модулированном турбулентном потоке. Флуктуации скорости газа на 
траектории частицы мы представляем в виде суммы двух коррелированных случайных 
процессов. В отличие от популярного метода стохастического моделирования типа Мон-
те-Карло в нашей работе параметры всех случайных процессов находятся на основе реше-
ния системы стохастических обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ). Чис-
ленный алгоритм решения основан на обобщении метода Рунге — Кутты для стохастиче-
ских дифференциальных уравнений. Это позволяет использовать предложенный метод 
при численном моделировании сложных технических систем. 
Исследование статистических параметров турбулентного потока газа и частиц прово-
дится в работе на основе подходов Эйлера и Лагранжа. Во-первых, используется метод 
спектрального разложения случайных процессов, популярный при изучении турбулентно-
сти [5, 6]. В результате получаются аналитические формулы для расчета интенсивности 
флуктуаций скорости газа и частиц и их корреляций. Спектральный метод основан на 
подходе Эйлера. Отметим, что реализация подхода Эйлера требует существенно больше 
интеллектуальных затрат, чем подход Лагранжа. 
Второй подход Лагранжа основан на прямом численном моделировании случайных 
флуктуаций скорости газа и частиц, получаемых в ходе численного интегрирования сис-
темы СОДУ. Данные, представляющие практически интерес, получаются путем осредне-
ния ансамбля выборочных реализаций с использованием приемов математической стати-
стики. Для получения осредненных параметров требуется моделирование порядка 104–108 
случайных реализаций, что предъявляет повышенные требования к компьютерным ресур-
сам. В то же время следует отметить, что подход Лагранжа является аналогом физическо-
го эксперимента и используется для верификации аналитических результатов, получен-
ных на основе подхода Эйлера. 
1. Основные уравнения 
Уравнения движения твердой сферической частицы в газе в приближении Стокса без 
учета массовых сил имеют вид  
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где  tX ,  tV  — скорость и координата частицы; V  — время динамической релаксации 
частицы, которое в приближении Стокса является константой;  , tU x  — скорость газа.  
Обозначим скорость газа на траектории частицы как                     , тогда ско-
рость частицы вдоль ее траектории описывается уравнением 
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Скорость газа на траектории частицы моделируем случайным процессом с нулевым 
средним значением           (осреднение проводится по ансамблю реализаций случай-
ного процесса      ). Флуктуации скорости газа на траектории частицы представляем в 
виде суммы двух коррелированных случайных процессов  
 
Выборочные реализации процессов    U t ,    U t  моделируем как решение систе-
мы стохастических обыкновенных дифференциальных уравнений  
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 — временные макромасштабы;    t ,    t  — заданные ис-
точники турбулентного движения газа;         0t t     .  
Случайные процессы    t ,    t  моделируем как независимые статистически ста-
ционарные случайные процессы с заданными корреляциями: 
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где    t  — автокорреляционная функция;    
2

  — дисперсия случайного про-
цесса. 
Случайные процессы представляем в виде аналога разложения Фурье с использовани-
ем интеграла Стилтьеса (см., например, [7]): 
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где    d   ,    d    — случайные меры в пространстве частот; i — мнимая единица 
(
2i 1  ). 
Корреляцию случайного процесса    t  вычисляем следующим образом: 
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где звездочка обозначает комплексное сопряжение. 
Из условия статистической стационарности (5) записываем выражение для корреля-
ции случайных мер: 
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Здесь     — дельта-функция Дирака;       — спектр случайного процесса.  
С помощью вычислений находим 
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В результате получаем связь между автокорреляционной функцией случайного про-
цесса и его спектром: 
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Условие нормировки для спектра следует из условия    0 1  : 
   d 1



   . 
Спектр, в свою очередь, можно рассчитать по известной автокорреляционной функ-
ции: 
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Как видно из системы уравнений (1)–(4), случайные процессы флуктуаций скорости 
частиц и газа в общем случае статистически нестационарные. Однако по истечению ин-
тервала времени, существенно превышающего время динамической релаксации частиц и 
интегральные временные масштабы            
   
   
   
 , процессы достигают стати-
стически стационарного состояния. Представленный далее спектральный анализ будет 
проведен именно для статистически стационарных случайных процессов. 
Для статистически стационарных случайных процессов вводим корреляции 
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Спектры корреляций флуктуаций скорости газа определяем по следующим формулам:  
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2. Спектральный анализ корреляций скорости газа 
Вследствие отсутствия обратного влияния частиц на статистические параметры тур-
булентности газа (массовая концентрация примеси предполагается малой) мы вначале 
проведем спектральный анализ случайных флуктуаций скорости газа. Затем в известном 
случайном поле скорости газа исследуем статистические параметры скорости частиц.  
Записываем разложение случайных процессов флуктуаций скорости газа в виде инте-
грала Стилтьеса по случайной мере в пространстве частот: 
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где    d   ,    d    — случайные меры в пространстве частот.    
В результате подстановки разложений (6) и (10) в уравнения (3) и (4) получаем систе-
му уравнений для случайных мер        d , d     : 
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решение которой имеет следующий вид: 
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Вычисляем автокорреляционную функцию статистически стационарного случайного 
процесса    U t . Корреляция случайных мер процесса    U t  с учетом взаимной неза-
висимости случайных процессов-источников имеет вид 
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. (11) 
Из условия статистической стационарности процесса    U t  записываем выражение 
для корреляции случайных мер в формуле (10): 
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d d d dU
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С учетом выражений (7) и (11) находим связь между спектром флуктуаций скорости 
газа и спектрами процессов-источников: 
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.  (12) 
Аналогичным образом вычисляем спектр взаимной корреляции компонентов скорости 
газа: 
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.  (13) 
Формулы (12) и (13) позволяют вычислить дисперсии компонентов флуктуаций ско-
рости газа и автокорреляционные функции (8), (9). Например, корреляция флуктуаций 
скорости компонента   имеет вид  
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Дисперсия флуктуаций скорости вычисляется при 0t  .  
В качестве случайных процессов-источников        ,t t    можно использовать ши-
рокую гамму случайных процессов. Мы представим результаты для дельта-корре-
лированных во времени случайных процессов (белого шума). Спектр дельта-кор-
релированного во времени случайного процесса находим из корреляции (5): 
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. 
Для белого шума процессов-источников интеграл (14) переписываем в виде  
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Расчет интегралов реализуем на основании теоремы о вычетах. Контур интегрирова-
ния замыкаем в верхней полуплоскости переменной  . Находим полюса знаменателя: 
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Корреляция флуктуаций скорости компонента   равна  
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Аналогично получаем выражение для спектра взаимной корреляции компонентов 
флуктуаций скорости газа: 
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. 
Для случая белого шума процессов-источников имеем для взаимной корреляции ком-
понентов скорости газа 
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Функция 
   2J t

 равна 
      
   
     
    
1 2
2
2 2 2
2 i Res Res
E E
J t
T T
 
 
 
  
 
    

, 
где 
 
    
     
  
1
1
1
1
1 ii
Res exp i
8
ET
t
 

  
 
  
  
,       
    
     
  
2
2
2
2
1 ii
Res exp i
8
ET
t
 

  
 
 
  
. 
3. Спектральный анализ флуктуаций скорости частиц 
Для статистически стационарных флуктуаций скорости частиц вводим автокорреля-
ционную функцию 
     2 LV t V t V t t      . 
где  L t  — автокорреляционная функция Лагранжа флуктуаций скорости частицы 
вдоль ее траектории: 
   iL Le d
tt



     ; 
 L t  — спектр флуктуаций скорости частиц. 
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Флуктуации скорости частиц записываем в виде разложения по случайной мере 
 d L   
   ie dt LV t
   . 
Выражение для случайной меры  d L   следует из уравнений (1)–(4): 
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. 
С учетом статистической стационарности процесса  V t  имеем выражение для кор-
реляции случайной меры скорости частиц: 
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                  . 
В результате находим связь между спектром Лагранжа флуктуаций скорости частицы 
и спектрами флуктуаций скорости газа на траектории частицы 
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. 
Для корреляции скорости частиц находим  
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Здесь функции имеют вид  
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. 
Вычисление интегралов реализуем методом теории вычетов: 
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. 
В данном случае 
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Аналогично вычисляем 
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В этом случае 
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Несмотря на кажущуюся сложность полученных выражений с комплексными числами 
расчеты реализуются с использованием вкладок для аналитических вычислений популяр-
ных компьютерных сред, например, Matlab, Wolfram Mathematica, Mathcad. 
5. Прямое численное моделирование 
Полученные в предыдущих разделах в рамках подхода Эйлера аналитические форму-
лы мы верифицируем путем сопоставления с данными прямого численного моделирова-
ния случайных скоростей газа и частиц (подход Лагранжа). 
Подход Лагранжа реализуется на основе решения системы СОДУ (1)-(4). Вначале 
представим сопоставление с корреляционными функциями флуктуаций скорости газа. 
При условии, что случайные процессы-источники являются белым шумом, систему урав-
нений (1), (3), (4) записываем в каноническом виде  
          d , d , dt t t t t t t X a X b X W , (15) 
где  d tW  — вектор приращений процесса Винера;  ,ta X ,  ,tb X  — векторные детер-
минированные функции.  
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Явная s-стадийная схема интегрирования СОДУ (15) методом Рунге — Кутты записы-
вается в виде (см., например, [8, 9]): 
   1
1 1 1
ˆ, ,
s m s
k k k
n n j n j j n j n j j
j k j
t t t W b t t
  
           X X a η η , 
где 1 0  ;  1j s K  — номер стадии интегрирования; 1, 2,n  K  — номер шага по време-
ни; 1 nη X ; 
   
1 1
1 1 1
ˆ, ,
j jm
k k k
j n ji n j j n ji n j j
i k i
t t t W b t t
 
  
           η X a η η ,     1j s K . 
Здесь m— размерность системы СОДУ, 1k m K ; ˆ
k
nW  — численная аппроксимация 
приращения процесса Винера на шаге по времени t ; коэффициенты j , j , ji , 
k
ji  за-
имствованы из работы [8].  
Использованный в работе явный алгоритм Рунге — Кутты, обобщенный для интегри-
рования стохастических дифференциальных уравнений, имеет порядок сильной сходимо-
сти 1.5 и слабой сходимости 2 [8]. Рассчитываем порядка 105 случайных реализаций ско-
ростей газа и частиц. Методами математической статистики оцениваем осредненные па-
раметры случайных флуктуаций скоростей газа и частиц.  
6. Результаты расчётов 
Приведем результаты сопоставления корреляций флуктуаций скорости газа, получен-
ных с помощью подходов Эйлера и Лагранжа. Рис. 1 иллюстрирует удовлетворительное 
согласие результатов расчета корреляций флуктуаций скорости газа по аналитическим 
формулам раздела 2 и методом прямого численного моделирования. 
  
Рис. 1. Сопоставление результатов расчетов по аналитическим формулам (кривые) с данными прямого 
численного моделирования (точки) автокорреляционной функции (а) 
 и взаимной корреляционной функции (б)  
при 
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Видно, что корреляции флуктуаций скорости газа в виде суммы двух коррелирован-
ных цветных шумов имеют немонотонное поведение во времени, осциллируя вблизи ну-
левого значения.  Это качественно отличается от динамики корреляций скорости газа в 
случае однокомпонентного состава (см., например, [6]). 
Рис. 2 иллюстрирует результат сопоставления автокорреляции Лагранжа флуктуаций 
скорости частиц в случайном поле скорости газа. Следует заметить, что в случае флуктуа-
ций скорости газа в виде единичного цветного шума корреляция флуктуаций скорости 
частиц уменьшается с течением времени монотонным образом [6]. В случае модулиро-
ванной турбулентной скорости газа автокорреляционная функция флуктуаций скорости 
частиц меняется немонотонно. Из рис. 2 также видно, что с ростом времени динамической 
релаксации частиц сложное поведение автокорреляционной функции частиц нивелирует-
ся. Для больших времен динамической релаксации автокорреляционная функция флук-
туаций скорости частиц стремится к универсальному виду    L exp Vt t    . 
Воздействие на частицу двух коррелированных цветных шумов c существенно раз-
личными интегральными временными масштабами может приводить к ослаблению ин-
тенсивности флуктуаций скорости частиц по сравнению с однокомпонентным составом 
скорости газа.  
Определим функцию отклика частиц на флуктуации скорости газа как отношение 
дисперсии скорости частицы и дисперсии случайной скорости газа из двух коррелирован-
ных компонент  
 
Рис. 2. Сопоставление результатов расчета автокорреляционных функций флуктуаций скорости частицы 
по аналитическим формулам (линии) с данными прямого численного моделирования (точки). Расчеты 
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Номера кривых обозначают времена динамической релаксации частиц: 1 — 0.1V  ; 2 — 1V  ; 
3 — 3V  ; 4 — 5V  . Кривая 5 — предельная автокорреляционная функция для инерционных частиц     
 
Математика и математическое моделирование, 2020, №1 45 
 
    
2
2V
V
f
U U

 


. 
В случае действия на частицу одной компоненты случайных флуктуаций скорости га-
за с временным интегральным масштабом, например,  ET

 функция отклика имеет вид (см, 
например, [6]) 
  
 
2
0
2
1
1
V
V E
V
f
TU


 
 
. 
На рис. 3 показано влияние времени динамической релаксации частиц на функцию 
отклика. Видно, что суммарное воздействие двух коррелированных цветных шумов с су-
щественно отличающимися интегральными временными масштабами может приводить к 
ослаблению интенсивности турбулентного движения частиц. 
 
Рис. 3. Зависимость функции отклика частиц от времени динамической релаксации. Точки — данные 
прямого численного моделирования, кривые — расчет по аналитическим формулам. Штриховая кривая — 
функция отклика 
0
Vf  с эффективным интегральным временным масштабом 
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На рисунке штриховая кривая представляет эффективную функцию отклика  
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 — минимальный интегральный временной масштаб флуктуаций компонентов 
скорости газа: 
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Заключение 
В работе предложен новый метод численного моделирования случайной скорости 
частиц в турбулентном модулированном поле скорости газа, основанный на решении сис-
темы связанных стохастических дифференциальных уравнений.  Расчет случайных реали-
заций скорости газа и частиц проводится в рамках единого алгоритма, в котором исполь-
зованы современные методы интегрирования систем СОДУ, основанные на методах Рунге 
— Кутты, известных для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Впервые на основе спектрального метода анализа случайных процессов получены 
аналитические выражения для осредненных параметров турбулентных флуктуаций скоро-
сти газа сложной модулированной структуры и инерционных частиц. Показано, что кор-
реляции флуктуаций модулированной случайной скорости газа и частиц качественно от-
личаются от поведения корреляций в случае однокомпонентного состава скорости газа.  
Проведено сопоставление результатов расчета по аналитическим формулам спек-
трального анализа (подход Эйлера) и осредненным данным прямого численного модели-
рования на основе решения системы СОДУ (подход Лагранжа).  
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 20-08-01061. 
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The article focuses on methods for studying the phenomenon of two-phase turbulent flows. 
The turbulence effect on the movement of solid particles in a viscous gas is under study. Dynam-
ics of particles movement in a gas is written in the Stokes approximation, which allows us to 
suppose the dynamic relaxation time to be a constant value.  
The random gas velocity is modeled by the sum of two correlated random noises. It is shown 
that this approach makes it possible to model noise of any structural complexity. The paper de-
scribes two research methods based on fundamentally different Euler and Lagrange approaches 
to the description of a continuous medium. The first approach uses a well-known generalization 
of the spectral analysis technique for random processes, a popular method for studying turbu-
lence. The second approach implementation is based on the modern generalizations of the theory 
of numerical algorithms for solving stochastic ordinary differential equations. The spectral 
method is used to obtain analytical expressions of correlation functions and variance of random 
processes describing the velocity of gas and solid particles. The qualitative difference between 
the correlation of fluctuations of modulated random velocities and the behavior of correlations in 
the case of a single-component gas velocity composition is analyzed. A method of direct numeri-
cal simulation for studied processes based on the numerical solution of a stochastic ordinary dif-
ferential equations system is proposed and analyzed in detail. An array of statistical data ob-
tained as a result of direct numerical modeling is collected and processed. Analytical results are 
compared qualitatively with numerical results. The influence of input parameters on the charac-
ter of turbulent flow is studied. The dynamic relaxation time has a significant effect on the com-
plexity of the autocorrelation function of the particle velocity and the response function of parti-
cles to gas velocity fluctuations. It is shown that the obtained functions tend to the known results 
http://mathmelpub.ru ISSN 2412-5911
Mathematics and Mathematical Modeling, 2020, no. 1 49 
of the standard theory. The considered methods for describing two-phase turbulent flows hold 
promise for further research. 
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